A ellement vnde d’éléments appelaa faretes du graphe
ensemble {s, s’} ou s et s’ sont deé sOmmets dzstm ts‘de

ant A aucune aréte est d1t 1solé

'-Un ( mmet n appa.rten :
- convention, le graphe vide est le couple d’ensemblee v1des (2, g). 3

er un graphe non vide dans un plan a l’alde Y

27 On peut représent
_ de disques schématisant les sommets du graphe O %5 :

_ de segments reliant ces disques pour les arétes du grdphe. RS ik e G e e

Par exemple,

sl o A= (0D 0BOCABREY

on a représenté sur la FIGURE 1, le graphe G = (S, A) avec : ' LA

FIGURE 1 — un graphe a 9 sommets et 6 arétes

era que les arétes sont constituées de deux sommets distincts, ce qui

reliant un sommet a lui-méme.
lusieurs fois dans un graphe.

On remarqu
interdit la présence de «boucles»

De plus, une méme aréte ne peut étre présente p




FIGURE 2 — une étoile & 5 branches

Soient G' = (S, A) et G’ = (', A’) deux graphes; on dit que : o it
— G'est inclus dans Gsi S'C Set A/ C A d o e
— G’ est une copie de G s'il existe une bijection o de S’ dans S telle que : 1

V(s,t')e S xS {s',t’} €A = {a(s'),a(t’)} €A

copie d’une étoile a 3 branches (de centre 1) et une copie d’une et01le a 4 bra.nches
centre 2).

Dans une premiére partie, on étudie quelques propriétés algébriques des mat

jacence. | o
On introduit ensuite la notion de fonction de seuil en prob“a; ité



riétés algebmques des

o TO i
Partze I- Queﬁzﬁgeg d%dyacence .

- Soit G = S A) un a V. n. i i les sSomn
= Indexer a.rbltralrement;
L ( ) gr phe non 1de ou |S| ) ’

n
de 1 & n revient a choisir une bijection (appelée aussi 1
On pourra alors noter :
= {o(1),0(2),- > o(n)}

ol o(7) est le sommet d’index 1. :
on définit la matrice d’adjacence Mg, du graphe

i i é hoisie :
Tl s ’ (R) dont le coefficient situé sur la 2¢ ligne

associée & o comme étant la matrice de My

et la 7¢ colonne est : _
1 si{o(i),o(i)} €4

Mgo)ii =
(Ma, )"] 0 sinon

On remarquera d’une part que la matrice Mg, est toujours symétrique (car pour tous
i et j entiers, {i, j} = { j,i}) et d’autre part que les termes de la diagonale sont tous
nuls (pas de boucle dans un graphe).

Voici par exemple la matrice d’adjacence Mg q du graphe G représenté sur la FI-
GURE 1 :

010011000
101000011
010000000
000000000
Mgiq=|100000000
¢ 100000000
000000000
010000000
010000000
Soit p une permutation du groupe symétrique S, et M ~ (mij)1<ij<n une matrice de

M,(R).
1 >AMontrer que les matrices M et (Myp(a),p() ) 1<ij<n Sont semblables.

En déduire que si G = (S, A) est un graphe non vide, et si o et o’ sont deux
\Imdexatlons de S, alors Mg, et Mg, sont semblables. L

\] 2 > Justifier qu’une matrice d’adjacence d’un graphe non vide est diagonalisable.
\/ 3 > Montrer qu’une matrice d’adjacence d’un graphe non vide n’est jamais de ra '

4 > Montrer qu’une matrice d’ adjacence d’un graphe dont les sommets p

Lk

Si G = (S, A) est un graphe non vide et si g.et o’ sont des in lexatior
les matrices MG - et Mg o sont semblabl%, elles ont meme polynome




On notera x¢ ce polynéme caractéristique commun et on dira qué /
caractérlsthue du graphe G. :

n—1

6 > Soit G = (S, A) un graphe avec |S| = n > 2. On note xg(X) = X" + D arX*.
k=0

Donner la valeur de a,_; et exprimer a,_» a laide de |A|.

\J 7 > En déduire le polyndme caractéristique d'un graphe & n sommets dont les sommets
non isolés forment une étoile & d branches avec 1 <d <n — 1.

Déterminer alors les valeurs et vecteurs propres d’une matrice d’adjacence de ce
graphe.

Si G = (S, A) est un graphe non vide et si s appartient a .S, on définit le graphe G \ s
comme étant le graphe dont ensemble des sommets est S A\ {s} et 'ensemble des arétes
est constitué des arétes de A qui ne contiennent pas s. Voici par exemple FIGURE 3un

graphe G et le graphe G \ 2 :

Soient G = (S], Al) et G = (Sz,
disjoints, ¢ ‘est-a-dire tels que 5’1 n 5'2

On définit le graphe i



- 8 » Montrer que : o s — XG1\s1 X XG2\s2

stoile & dy +dz +2
9 > Déterminer le polynome ca.ractéristiqu_e de !a. d'm::sleé' dy et do branches, a
constituée respectivement de deux ét(?lles disjoin i sollad
a ajouté une aréte supplémentaire reliant les deux

étoile ?
Quel est le rang de la matrice d’adjacence de detferdoulc cie

érieur a 2 et on no
Dans toute la suite de ce probléme, on suppose que 7 ceveL

-1
— N D’entier (;) = %—)

— Q, P'ensemble des graphes de sommets S = [1,7]

~ Py, un réel dépendant de n appartenant a intervalle 10,1[ et gn =1 — Pp.

Pour tous i et j appartenant & S = [[1,n] avec i # j, on note X{i;} l'application de
Q,, dans {0, 1} telle que pour tout G € Q, avec G = (S, A) :

o 1 siqz,jr €A
{,5} ) % 0 si 74,] ¢ A
Ainsi, (X5 = 1) = {G € N | Xy (G) = 1} est ’ensemble des graphes de €, do
{ 7, j} est une aréte. Réciproquement, on remarquera aussi que pour G = (S, A), on peut'? -
écrire i
{G= N Kea=1 ) Xup=0). 1)

{i.i}eA {i.i}¢A

On admet Pexistence d’une probabilité P sur SQ,,,'P(Q,L)) telle que les applications
X{i,jy soient des variables aléatoires de Bernoulli de paramétre Pn et indépendantes. On |
note &, = (Qn, P(2,), P) I’espace probabilisé ainsi construit. .

Autrement dit, pour un graphe G donné appartenant 3 2, la probabilité qu'un

aréte {1, j} soit contenue dans G est pn, et les arétes apparaissent dans G de facon
indépendante.

\) 10 > Soit G = (S, A) € Q,,. Déterminer la probabilité P({G’}) de I’événement élém
taire {G} en fonction de py, ¢, N et a = card(A). :

Retrouver alors le fait que P(€2,) = 1.



Dans la suite du probléme on étudie la notion de fonction de seuil pour un
P,, vérifiée sur une partie des graphes de €. 5

Une fonction de seuil pour la propriété P, est une suite (£)xs2 de réels stnctem’ '
pos1t1fs tels que : 5

propriété P, soit réalisée vaut 0

— si t, = o(py) alors la limite, lorsque n tend vers +o0, de la probabilité pour que la
propriété P, soit réalisée vaut 1.

t Partie II - Une premiére fonction de seuil

Section A - Deux inégalités
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (€2, A, P) a valeurs dans
N et admettant une espérance E(X) et une variance V(X).

\l 11 > Montrer que P(X > 0) < E(X).

12 > Montrer que si E(X) # 0, alors P(X =0) < —V—(X)—2
& (B(X)) , B
Y

Indication : on remarquera que (X =0) C (IX —E(X)| > E(X)) s

e

Section B - Une fonction de sem’l

d’un graphe de Q5,7

1
14 > Montrer que si pp, = o(;—ﬁ



I - Fonction de seuil de la copte @ ?

g gmp’he __A) |
p. ac) le cardinal de S, gref;p. : .6
: ommodité d ecnturg o

G te sg (res
'Si G = (S, A) est un graphe, on note g >
' Soit Gy = (So, Ao) un graphe particulier fixé. Par e i
S0 = Sg, le cardinal de So, a0 = ag, le cardinal de Ag €
ag 2> 1.

g ir une copie de Go».
On va étudier la fonction de seuil de la propriete Py, : ¢content

s i ) e probabilisé &, tell
On note X? la variable aléatoire réelle discrete définie sur ’espace p

; tenues dans G.
que pour G € Q,, entier X%(G) est égal au nombre de copies de G con 5

On introduit :

— P’ensemble Cy des copies de G dont les sommets sont inclus dans [1,7] :

G= {H | H est une copie de Go et H = (Su, An) avec Su C ﬂl,n]]}

— pour un graphe H = (Sy, Ay) avec Sy C [1,7n], la variable aléatoire suivant unfe ’
loi de Bernoulli Xy définie par :

st Hei@E
VG € Q, Xu(G) = :
0 sinon
— le réel wy défini par :
. SH
G
a;SZ](.) OH
17 > Montrer que Co i

E(Xy) = pyH.

18 > Soit Sj un ensemble fizé de cardinal s0- On note ¢y le nombre des
I’ensemble des sommets est So et qui sont des copies de Gy.

graphes dor

Exprimer le cardinal de Cy & aide de ¢o et en utilisant lﬁl ma,jora.hf _s-. :
Justifier que le cardinal de C, est inférieur & n. ’

SRR s

19 > Exprimer X a I’aide de variables aléatoires du type Xp, et mont

E(Xp)= 3 P(H CG) < n*pX.
5 HEeCy

20 > En déduire que si p, = o(n=°), alors ﬁy;rme(X,-“,‘ >0



P suppose dorén :
n SUp avant que e
] "“’+°‘o(n ',Pn)‘

» Montrer que I'espér
*nee B((x0) et

(( 'n) = ne
)= ¥ el S

(H,H")eca

Pour k € [0, so], on note :

g
P /
T (HUEHLE @)
SHAR!= K

22 > Montrer que ¥ < (E(Xg))z.

23 > Soit k € [1, s0] ; montrer que :

(=4l
q g\

et en déduire que pour k € [1, s0], on al Sk :

+00.

25 > Montrer que lim 2
n+oe (B(XD))

26 > Montrer alors que la suite (k)i

27 > Retrouver le résultat d
pr0pr1ete «contemr un

al.




